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Аннотация: Данная работа посвящена алгебраической классификации однопорожденных 
пятимерных нильпотентных терминальных алгебр. Отметим, что класс терминальных 
алгебр включает все алгебры Ли, все левые алгебры Лейбница. При классификации пятимерных 
нильпотентных терминальных алгебр приведем не Лейбницевы алгебры. Такие алгебры 
получаются расширением трехмерных и четырехмерных однопорожденных терминальных 
алгебр. 
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_____________________________________________________________________________________________ 

Пусть А терминальная алгебра с базисом e1, e2, …, en тогда через ∆ij обозначим билинейную 

форму ∆ij : A×A→ ℂ  где ∆ij (el, em) = δil δjm. Множество {∆ij : 1 ≤i, j ≤n} является базисом линейного 

пространства билинейные формы на A, следовательно θ  Z
2
(A, V) можно однозначно записать 

как  

θ = , где cij ℂ . 

Заметим, что двумерные и трехмерные однопорожденные нильпотентные терминальные 

алгебры изоморфны следующим:  
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В следующей таблице даем описание групп автоморфизмов и вторые группы когомологий 

3-мерных однопорожденных нильпотентных терминальных алгебр. 

 

        

   

   

   

  

 

  

 

  
  

   

   

  
  

   

 

В следующей теореме приведем классификацию 4-мерных комплексных однопорожденных 

нильпотентных терминальных алгебр.  

Теорема 1. Пусть A комплексная четырехмерная однопорожденная нильпотентная 

терминальная алгебра. Тогда A изоморфна одной из следующих попарно неизоморфных алгебр: 

:  , , , 

: , , , , , 

:   , , , 

:  , , , , 
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: , , , , ,  

: , , , , 

, , 

: , , , , , 

:  , , ,  

:  , , , , 

: , , , , , . 

Доказательство. Поскольку двумерная алгебра  имеет простую структуру, то ее 

двумерное центральное расширение дает следующую четырехмерную терминальную алгебру: 

   

Рассмотрим центральное расширение  и обозначим  

= [∆13],  = [∆21],  = [∆22] – 3[∆31]. 

Берем  Группа автоморфизмов состоит из обратимых матриц вида  

 

Поскольку 

 

где α⃰1=x
4
α1, α⃰2=x

2
(xα2–2yα3), α⃰3=x

4
α3. 

Далее имеем следующие случаи:   
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Cлучай 1. Пусть α3 ≠ 0, то выбрав , имеем орбиту  и получаем алгебру 

. 

Cлучай 2. Пусть α3 = 0, тогда α1 ≠ 0, и получаем орбиты  и  зависящиеся от 

 или нет. Таким образом получаем алгебры . 

Теперь находим расширение алгебры  Обозначим 

 

Берем  Так как группа автоморфизмов данной алгебры состоит 

из обратимых матриц вида 

 

то имеем  

 

где  

 

Cлучай 1. Пусть α3 ≠ 0. 

(a) если  тогда выбирая  получим 

орбиту  и получаем алгебру .   
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(b) если  то имеем , 

 и получаем алгебры  зависящиеся от 

α1=0  или нет.   

Cлучай 2. Пусть α3 = 0, тогда α2 ≠ 0, и выбирая  получим орбиту  и 

получаем алгебру . 

Далее рассмотрим центральное расширение  и обозначим:  

 

  Берем  Отметим, что группа автоморфизмов алгебры состоит из 

матриц вида  

 

и имеем  

 

где   

Cлучай 1. Пусть α4 = 0. 
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(a) если α3 ≠ 0,  то выбирая , имеем  и получаем 

алгебру  при .  

(b) если α3 ≠ 0,  тогда имеем орбиты  и  

зависящиеся от α1 = 0  или нет, затем получаем алгебры . 

(c) если α3 = 0, тогда α2 ≠ 0, и выбирая  получим орбиту  и имеем алгебру 

. 

Cлучай 2. Пусть α4 ≠ 0, то взяв  получим орбиты 

 и алгебры  зависящиеся от        α3 = 0 и 

 или нет.      █ 

В следующей теореме приводим классификацию пятимерных однопорожденных 

терминальных алгебр полученных двумерным центральным расширением трехмерных алгебр.  

Теорема 2. Двумерное центральное расширение алгебр  изоморфны одной из 

следующих попарно неизоморфных алгебр: 

: , , , ,  

: , , , , , , 

: , , , , ,  

: , , , , ,  

: ,   , , 

: , , , ,  



CENTRAL ASIAN JOURNAL OF THEORETICAL AND APPLIED SCIENCES 
Volume: 04 Issue: 12 | Dec 2023,   ISSN: 2660-5317 
 

© 2023, CAJOTAS, Central Asian Studies, All Rights Reserved                                            112 

Copyright (c) 2023 Author (s). This is an open-access article distributed under the terms of Creative Commons 
Attribution License (CC BY).To view a copy of this license, visit https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

 

, , 

: , , , , , , 

: , , , , , , 

: , , , , 

: , , , , , , 

: , , , , , 

: , , , , , , 

: , , , , , , , 

: , , . 

Доказательство. Определим двумерное центральное расширение .  Рассмотрим 

векторное пространство, порожденное следующими двумя коциклами: 

 

Пользуясь действиями автоморфизмов в пространстве вторых групп когомологий 

приведенных в доказательстве Теоремы 3.1.1 имеем  

α⃰1=x
4
α1,  α⃰2=x

2
(xα2–2yα3),  α⃰3=x

4
α3, 

β⃰1=x
4
β1,  β⃰2=x

3
β2.  

Случай 1. Пусть α3 = 0, тогда α2 ≠ 0 и можно получить  и алгебру   

Случай 2. Пусть α3 ≠ 0. 

(а) если β1 = 0, тогда имеем орбиты  и получаем алгебру . 

(b) если β1 ≠ 0, то получим орбиты  и  зависящиеся от β2=0 или нет. 

Следовательно, имеем алгебры  
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Далее исследуем двумерное центральное расширение алгебры  Рассмотрим 

векторное пространство порожденное следующими двумя коциклами:  

 

Пользуясь действиями автоморфизмов в пространстве вторых групп когомологий 

приведенных в доказательстве Теоремы 3.1.1 имеем 

    

     

Случай 1. Если α3 = 0, тогда α2 ≠ 0 и получим  и алгебру  

Случай 2. Пусть α3 ≠ 0. 

(a) если β2 =0, тогда имеем представители  и мы получаем алгебру 

 

(b) если β2 ≠ 0, тогда выбрав , получим орбиты  и  

зависящиеся от α⃰1 = 0 или нет. Таким образом, имеем алгебры . 

При изучении центрального расширения алгебры  аналогичным образом для двух 

коциклов 

 

получим следующие соотношения: 

       

        

Случай 1. Пусть α4 = 0, то пологая β3 = 0, аналогично центрального расширения алгебры 

 получим те же алгебры    при λ=0. 

 Случай 2. Пусть α4 ≠ 0. 
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(a) если β3 = β2 = 0, то пологая  получим орбиты   

зависящиеся от α3 = 0 или нет и алгебры . 

(b) если β3 = 0, β2 ≠ 0, то взяв , имеем представители  

 зависящие от α⃰1 = 0, α⃰3 = 0 или нет. Следовательно, получим алгебры 

. 

(c) если β3 ≠ 0, то можно пологать α3 = 0 и выбирая  получим α⃰2=0 и имеем 

следующие представители:  

    

Таким образом, получим алгебры   █ 
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